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В статье представлена схема численного решения задачи о движении несжимаемой жидкости в ограниченной 
цилиндрической области постоянного радиуса с вращающимися основаниями. Исследуются различные режимы те-
чения и сопряженные эффекты возникновения рециркуляционных зон в цилиндрических областях малой высоты. 
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Задача о течении жидкости в ограниченной цилиндрической области постоянного радиуса 
представляет большой интерес для различных технических устройств (биореакторов, опорных 
подшипников, конструкционных деталей турбореактивных двигателей и т.д.). Интересной осо-
бенностью закрученных течений является образование вихревых структур, называемых рецир-
куляционными зонами. Их изучению и свойствам закрученных течений в открытом канале и в 
ограниченной цилиндрической области посвящены работы [2; 11; 13; 18]. Несмотря на то что 
постановки задач имеют отличия, структуры течения (и в особенности рециркуляционных зон) 
проявляют сходство. Зоны возвратного течения исследуются на различных стадиях перехода от 
ламинарного режима [11] до периодического [16] и турбулентного [14]. Устойчивость закру-
ченных течений исследовалась в работах [1; 4; 17]. 
Представленная работа является продолжением исследований [8] численного моделирова-
ния закрученных течений в цилиндре малой высоты. Основное внимание уделено изучению 
возникновения в потоке рециркуляционных зон и их влиянию на гидродинамику течения. 
Задача движения жидкости в цилиндрической области с торцевыми протечками актуальна в 
теории смазки, ее начало было положено Н.П. Петровым. Теория смазки основана на стоксовом 
приближении. В этой работе проводится сравнение математических моделей, используемых для 
описания течений жидкости в цилиндрической области с вращающимися основаниями. Схемы 
исследуемых течений изображены на рис. 1. 
 
 
Рис. 1. Схематическое изображение геометрии течения:  
А – замкнутая область; Б – с наличием протока жидкости 
 
Рассматриваемое осесимметричное течение несжимаемой жидкости в отсутствии массовых 
сил описывается системой уравнений Навье-Стокса и уравнением неразрывности, записанными 
для удобства в цилиндрической системе координат [3]; распределение температуры описывает-
ся уравнением теплопроводности. 
В качестве безразмерных параметров задачи выбраны: top
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В безразмерных величинах система уравнений (1) – (4) для переменных функции тока ψ , цир-
куляции Γ , завихренности Ω , температуры T  и давления p перепишется в следующем виде [5] 
 ( ) ( ) ( ) 2
3 2Re
1 12 ;
v v rr z
t r z r z r r r z
  
+      
∂ Ω ∂ Ω ∂ Ω∂Ω Γ ∂Γ ∂ ∂ Ω+ = + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (1) 
 
2
2
1 1 ;
Rer z
v v r
t r z r r r z
 ∂Γ ∂Γ ∂Γ ∂ ∂Γ ∂ Γ + + = +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 (2) 
 
2
2
1 1 ;
r z r r r
ψ ψ∂ ∂ ∂ + = −Ω ∂ ∂ ∂ 
 (3) 
 
2
2
1 1 ;r z
T T T T Tv v r
t r z Pe r r r z
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + = +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 (4) 
 
2 2
2 2
1 2 ;r z r z
v vv v v vp p p
z r r r r z z r r r
ϕ ϕ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂+ + = − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (5) 
1 ;rv r z
ψ∂
= −
∂  
1 ;zv r r
ψ∂
=
∂  
;v
rϕ
Γ
=
 
;r zv v
z r
∂ ∂
Ω = −
∂ ∂
 
где ( ), ,r zϕ  – координаты введенной цилиндрической системы координат; ( ), ,r zv v vϕ  – ради-
альная, азимутальная и осевая компоненты скорости соответственно; t – время; ρ  – плотность 
среды; p – давление; ν – кинематическая вязкость; T – температура среды; a – коэффициент 
температуропроводности. 
Начальные и граничные условия для задачи имеют следующий вид: 
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В качестве граничных условий для завихренности Ω  используется условие Тома [3]. По-
скольку задача (1) – (6) решается методом установления по времени, то начальные условия 
0 0( , ), ( , )z r z rΩ Γ  выбираются из удобства для наиболее быстрого получения установившегося 
течения и отсутствия больших градиентов. 
Численное решение поставленной задачи осуществляется по следующей схеме. Расчетная 
прямоугольная область покрывается равномерной сеткой, в узлах которой вычисляются иско-
мые функции. Для каждого шага по времени эллиптическое уравнение типа Пуассона (3) реша-
ется прямым численным методом [15], основанным на разделении переменных и преобразова-
нии Фурье по синусам. Проверка численного метода осуществлена сравнением с численными 
результатами, полученными в [15] для указанных значений параметров (рис. 2). 
На рис. 3 приведены линии тока для указанного набора параметров задачи при наличии по-
дачи жидкости [7; 10]. Как следует из иллюстраций, у нижнего основания цилиндра формируется 
пузырь – рециркуляционная зона, размеры которой увеличиваются с ростом числа Рейнольдса. 
На рис. 4 (А) представлены профили давления на нижнем основании цилиндрической обла-
сти при указанных значениях параметров в случае увеличения числа Рейнольдса. 
 
 
 
Рис. 2. Сравнение вычисленных линий тока с результатами расчетов [15] (А) 
и с экспериментальными результатами (Б) [15] 
 
 
 
Рис. 3. Линии тока ψ  при указанных значениях параметров.  
Ось абсцисс – ось симметрии цилиндра, ось ординат – расстояние от оси цилиндра 
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Рис. 4. Распределение давления при указанных параметрах (А) и профили давления (Б)  
при расчете по:1 – модели Стокса; 2 – упрощенной модели; 3 – уравнению Пуассона 
 
Для расчета давления и подъемной силы и последующего анализа выбрано несколько мо-
делей разной степени сложности: 
1) уравнение Пуассона для давления (5) в полной постановке; 
2) упрощенная модель [13], в которой используется отдельное уравнение для давления при 
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3) аналитическое решение для расчета упорных подшипников [9], основанное на модели Стокса:
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Сравнение различных подходов к расчету давления и подъемной силы в упорном подшип-
нике [6] представлено на рис. 4 (Б). Результаты расчетов по полной модели дают меньшее на 
5% значение удерживающей силы, чем по упрощенной теории. 
При одних и тех же числах Рейнольдса и скорости подачи жидкости могут реализовываться 
как течения без образования линий тока, так и течения с зонами возвратно-рециркуляционного 
течения, размеры и положение которого будут определяться радиусом канала подачи жидкости. 
При увеличении радиуса 0R  и фиксированных остальных параметрах задачи размеры зоны воз-
вратного течения уменьшаются вплоть до полного ее исчезновения. 
Условие 0ω =  влияет на более ранний переход к нестационарному режиму, т.е. погранич-
ный слой, развивающийся у неподвижной стенки, более неустойчив по сравнению с погранич-
ным слоем у подвижного основания цилиндра. Аналогичный результат описан в [17]. Таким 
образом, добавление вращения для этого основания приводит к повышению устойчивости те-
чения, т.е. сохранения ламинарного режима течения для больших чисел Рейнольдса. 
В случае совместного вращения обоих оснований цилиндрической области уменьшение ра-
диуса канала подачи жидкости влияет на структуру линий тока таким же образом, как и в слу-
чае с вращением только верхнего основания: с уменьшением радиуса размеры и количество зон 
рециркуляции уменьшаются даже при относительно больших числах Рейнольдса. Существует 
критическое значение радиуса канала, при котором в рассматриваемой области зоны обратного 
тока отсутствуют. 
В случае вращения обоих оснований цилиндра с одинаковой скоростью ( =1ω ), неоднород-
ность, вносимая притоком жидкости у оси цилиндра, быстро затухает при малых числах Рей-
нольдса. С ростом числа Рейнольдса этого не происходит, и картина течения остается неодно-
родной во всей рассматриваемой области. При этом с увеличением числа Рейнольдса относи-
тельные размеры зон рециркуляции увеличиваются. Уменьшение радиуса канала подачи жид-
кости таким же образом влияет на зоны обратного тока. 
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INERTIAL REGIMES OF VISCOUS FLUID FLOW  
IN THE LOW–HEIGHT CYLINDER WITH ROTATING BASES 
 
Akhmetov V.K., Medvedev Yu.V., Shkhadov V.Ya. 
 
The calculation procedure for numerical simulation of the swirled flow of the incompressible viscous fluid in the cyl-
inder with rotating bases is presented. Different flow regimes and the corresponding recirculating zone evolution are inves-
tigated for the cylindrical domains with small heights. 
 
Keywords: swirled flow, numerical methods, block bearing. 
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